	RAPPELS SUR LE REGIME PERMANENT SINUSOÏDAL




Ces rappels sont importants pour les TP 2 à 5 ; les relations mathématiques sont aussi applicables aux oscillations mécaniques.

I) Grandeurs caractéristiques des signaux périodiques
Une grandeur physique (courant, tension, etc.) est dite périodique si elle reprend identiquement la même valeur à intervalles de temps égaux.

Période T : temps minimal nécessaire pour retrouver la même valeur de la fonction.

Fréquence f : inverse de la période.
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Valeur instantanée i ou i(t) : la fonction elle-même.

Valeur maximale I : amplitude ou valeur de crête (une valeur instantanée particulière)

Valeur moyenne I0 par définition : 
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La valeur moyenne d'un courant périodique est égale à l'intensité du courant continu (D.C.) à laquelle correspondrait la même charge (q = I0 .T) pendant une période.

Valeur efficace Ieff par définition :


[image: image3.wmf](

)

dt

t

i

T

1

I

T

0

eff

2

ò

=


Applet JAVA : gbf_util/gbf_util.htm
II) Régime permanent sinusoïdal (A.C.)

On parle de régime permanent sinusoïdal lorsque l'évolution temporelle des signaux correspond à des sinusoïdes. La forme générale d'un signal sinusoïdal est donc :
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Rappelons quelques définitions : 

	Phase instantanée:
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	Phase à l'origine ou déphasage :
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	Pulsation :
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	Période :
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]

	Fréquence :
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Un voltmètre et un ampèremètre, en position ~ , indiquent les valeurs efficaces, liées aux valeurs maximum. On a alors, par exemple pour le courant les valeurs moyennes et efficaces suivantes:


[image: image11.wmf](

)

ò

=

+

=

T

0

0

0

dt

t

sin

T

I

I

f

w



[image: image12.wmf](

)

(

)

[

]

ò

ò

=

+

-

=

+

=

T

0

T

0

2

2

2

2

2

eff

2

I

dt

2

t

2

cos

1

T

I

dt

t

sin

T

I

I

f

w

f

w


(

[image: image13.wmf]2

I

I

eff

=

 


[image: image14.wmf]2

V

V

eff

=

  et  
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   avec V et I les amplitudes de la tension et du courant.

III) Utilisation de la représentation complexe
Notation complexe
A toute fonction sinusoïdale d'amplitude A et de phase instantanée 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]f
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 nous pouvons faire correspondre le nombre complexe défini par :
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où j représente l'imaginaire pur : j2 = - 1 (notation de physicien). Dérivons cette fonction complexe par rapport à t :
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En notation complexe, la dérivation par rapport au temps devient une multiplication par 
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. Calculons la primitive de la fonction complexe 
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En notation complexe, l'intégration par rapport au temps devient une division par 
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Application à la notation de grandeurs électriques
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On considère la tension sinusoïdale v : 
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 comme étant la partie réelle de l’expression complexe :
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c’est-à-dire qu’à 
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, on associe  
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avec 
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 : amplitude complexe associée à v(t).

Les lois du continu sont alors applicables en remplaçant les v(t) et i(t) par 
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, en particulier la loi d’Ohm : 
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 où 
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 est l’impédance complexe. On peut aussi écrire 
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le facteur 
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se simplifiant.

Impédances complexes
On appelle impédance complexe d'un dipôle linéaire passif (résistance, capacité ou self) la grandeur complexe 
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 qui relie dans la représentation complexe la différence de potentiel au courant :

[image: image37.png]ut)

dipale

i)





[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

t

i

Z

t

u

×

=

w

 ou 
[image: image39.wmf]I

Z

U

×

=


Avec les notations suivantes pour l'impédance complexe :
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• La partie réelle R de l'impédance complexe est appelée résistance du dipôle, sa partie imaginaire X réactance.

• 
[image: image41.wmf]Z

est le module de l'impédance complexe.

• La grandeur 
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 représente le déphasage de la tension u(t) par rapport à l’intensité i(t).

Considérons l'impédance des trois dipôles de base.

Résistance pure :
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En notation complexe :
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Condensateur parfait : 

Voir :http://www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/gtulloue/Elec/Alternatif/Condensateur0.html
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En notation complexe :
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 EMBED Equation.3  [image: image51.wmf](
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Inductance pure :

Voir :http://www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/gtulloue/Elec/Alternatif/Inductance.html
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En notation complexe :
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Représentation de Fresnel

Voir Applet JAVA : somme_fp2.htm
http://www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/gtulloue/Elec/Alternatif/Fresnel.html
Le vecteur de Fresnel associé à un signal sinusoïdal est un vecteur tournant dont la vitesse angulaire est égale à la pulsation du signal. La norme de ce vecteur est égale à l'amplitude du signal et l'angle polaire est à tout instant égal à la phase instantanée du signal. La valeur algébrique du signal est donnée par la projection du vecteur tournant sur l'axe vertical.
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Lorsqu'on ne compose que des signaux de même période, on ne s'intéresse en fait qu'aux déphasages relatifs. Il n'est donc pas nécessaire de faire tourner la figure. On se contente d'un vecteur fixe ayant pour norme l'amplitude du signal et pour angle polaire son déphasage.
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Intéressons nous à la somme de deux fonctions sinusoïdales de même fréquence :
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Il vient :
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Nous pouvons introduire deux paramètres réels A > 0 et 
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, tels que :
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avec :
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En reportant dans l'expression de Y(t) nous obtenons :
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Nous aurions pu raisonner directement sur la figure suivante et à partir de celle-ci retrouver l'amplitude A et 
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 le déphasage du vecteur somme des deux vecteurs représentant les fonctions y1 et y2.
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Nous avons vu dans le chapitre précédent que la mise en équation de certains dipôles fait intervenir la dérivation ou l'intégration. Essayons de voir comment peuvent se traduire ces opérations dans la représentation de Fresnel. Considérons la fonction sinusoïdale :
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Dérivons cette fonction :
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La dérivée correspond à la multiplication de l'amplitude par la pulsation 
[image: image71.wmf]w

 et se trouve en quadrature avance par rapport au signal. De même intégrons la fonction :
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La primitive correspond à la division de l'amplitude par la pulsation 
[image: image73.wmf]w

 et se trouve en quadrature retard par rapport au signal. La figure suivante résume la représentation graphique de ces deux opérations.
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Associations d'impédances

Voir Applet JAVA : RLC_serie/RLC.htm
Considérons un circuit RLC soumis à l’excitation sinusoïdale 
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. Etudions le courant i(t), lorsque le régime permanent est atteint :
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Nous pouvons écrire la tension aux bornes du générateur et aux bornes des trois dipôles en série :
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Ce qui nous donne comme équation différentielle :
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La solution d'une telle équation est la superposition d'une solution de l'équation sans second membre (le régime transitoire) et d'une solution particulière de l'équation complète (le régime permanent). Nous savons que sauf pour R = 0 les solutions de l'équation sans second membre tendent toutes rapidement vers un courant nul. Comme v(t) est une fonction sinusoïdale de pulsation 
[image: image81.wmf]w

 , on peut choisir une solution particulière de l'équation complète de la forme :
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Nous pouvons résoudre l'équation différentielle en utilisant la notation complexe :
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L'équation devient :
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Soit :
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L'impédance peut être notée :
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où 
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 est la réactance du circuit. Notons Z le module de l'impédance :
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Nous pouvons réécrire la relation entre la tension et l'intensité sous la forme :
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Multiplions chacun des deux membres par son conjugué, nous obtenons :
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Ce qui nous permet d'écrire pour l'amplitude de l'intensité :
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D'autre part, pour déterminer le déphasage de l'intensité par rapport à la source de tension, nous avons :
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Donc :
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et
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remarquons que 
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donc 
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L'impédance du circuit RLC varie avec la pulsation. Elle est minimale pour la pulsation propre du circuit :
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pour 
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soit 
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L'intensité est alors en phase avec la source de tension. La courbe ci-dessous montre la variation de l'amplitude de l'intensité (ou sa valeur efficace) pour une tension donnée en fonction de la pulsation de la source. Nous avons un phénomène de résonance à 
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Calculons pour quelle pulsation nous avons :
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c'est-à-dire :
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Il nous faut résoudre :
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Cette équation a pour discriminant :
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Les solutions sont donc de la forme :
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Nous ne conservons que les solutions positives, c'est-à-dire :
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On définit le facteur de qualité du circuit RLC comme :
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Ce facteur de qualité caractérise la « largeur de la résonance ». Celle-ci est d'autant plus étroite que le facteur de qualité est grand. En reportant les expressions des trois pulsations nous obtenons pour le facteur de qualité :
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 Notation complexe et lois de base
Grâce à la notation complexe toutes les lois de base (nœuds, mailles, association en série, association en parallèle, superposition, Norton, Thévenin, Millman, etc.) qui ont été obtenues pour les réseaux de résistances en régime continu restent valables en régime permanent sinusoïdal, les impédances complexes jouant le rôle des résistances. C'est-à-dire qu'il est possible d'écrire les équations régissant l'étude d'un circuit sans passer par les équations différentielles.

Reprenons l'exemple précédent. Remplaçons chaque dipôle par son impédance complexe, nous pouvons modéliser le circuit comme indiqué sur la figure suivante. En procédant à partir de ce schéma comme nous savons le faire en régime continu, nous pouvons écrire :
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Nous retrouvons la même relation que dans le paragraphe précédent :
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